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Od Pythagorovy véty k super-pocitani

Matematika pro reseni naroc¢nych technickych tloh

DB: MalteseCross-forVislt.case
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Od Pythagorovy véty k super-pocitani

Soustavy linearnich rovnic: RL obvod — 1 rovnice/neznama

(R+wL)[=U ~ i(t)=Re {A(cos(wt) + 2 sin(w t)}

R —7

i(t) ="
_‘L

U1<t)
u(t) = U cos(wt) l @ L us(t)




Od Pythagorovy véty k super-pocitani

Soustavy lin. rovnic: ultrazvukova detekce ponorky




Od Pythagorovy véty k super-pocitani

Soustavy lin. r.: monitorovani tech. stavu letadel, projekt s Honeywell

piezo- a{{;uator ff trhlina
>> \ 1)) )T

piezo-snimac




Od Pythagorovy véty k super-pocitani

Soustavy l.r.: mag. pole elektromagnetu — 18 miliont1 rovnic/neznamych

DB: MalteseCross-forVislt.case
Time:0

-

troven | pocet hran | PCG iter. CPU Mem

user: Tomas
Wed Mar 16 13:32:27 2011

0 39.310 1 4 min 23 s | 269 MB
1 299.166 3 5 min 20 s | 834 MB :
2 2.333.312 3 13 min | 5,14 GB
3 18.428.912 3 1 h 18 min | 39,64 GB

1 hodina na notebooku — 18 GFlops: Multigrid vyfesi 14 milionti rovnic
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Geometrie soustav linearnich rovnic

Pohled po radcich
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Geometrie soustav linearnich rovnic

Pohled po sloupcich
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Geometrie soustav linearnich rovnic

Nejjednodussi soustavy: z1, x5 ,,feSime” nezavisle
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Geometrie soustav linearnich rovnic

x1, To Fesime nezavisle < a;lay
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Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

Pythagorova véta

lall* + [[b]I* = |le|,

kde
af = va-a
je norma vektoru a
XV =21Y1 +ToyYs+ ...

je skalarni soucin vektoru.




Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

Kolmost neboli ortogonalita

a+b=c, 2

t.]. 1.8}
(a+b)-(a+b)=c-c, 16f
1.4

t..
1.2
la]*+[[b[*+2a- b = |c|* s

0.8}
Tedy pro a, b # 0: ool
alb & a-b=0. 0.4l
Mira kolmosti: 0.2}
a-b 0

COS ¥ =

lall{[b]



Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

Ortogonalni projekce vektoru b na vektor (primku) a

18t
Hledam x € R: 16f
b—-—xra=:ela, 14r
6. 12f
S 1
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Geometrie soustav linearnich rovnic

x1, To Fesime nezavisle < a;lay




Pythagorova véta a JPEG

Projekce vektoru do (hyper)roviny: JPEG komprese

bitmapa 5%-komprese Fourierovou bazi




Pythagorova véta a JPEG

JPEG: Fourierova L2—ortogonalni baze f;;(x,y) := e lsth)

Re fll(x,y) Re flg(CU,y) Re f21(xay) Re fzz(CE,y)

Ortogonalita (v L2 skalarnim soueinu) —> rychla komprese



Pythagorova véta a JPEG

Projekce vektoru do (hyper)roviny: Lena — ,,prvni dama internetu”

Lena Sjooblom, playmate 1972 Lena Séderberg, 1997




Metoda nejmensich ¢tvercu

Ortogonalni projekce vektoru b na vektor (primku) a

r = 9 1.8}
r =1 1.6F
1.4}
1 B 2 1.2+
“\1) 7 Sl
— =

—a =:b 0.8}
o o L 0.6]

Nejlepsi kandidat na reseni
jexr € R: 04r
Za= Py(b). .l




Prolozeni EKG signalu lékarskym modelem

Projekce vektoru do (hyper)roviny: zpracovani EKG signalu

model EKG signalu ,fitovani” naméreného signalu modelem
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Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

—a —lay —b
x’:=0

r' :=b—aVa; —2)ay
k=0

while ||r*]|/||°|| > € do
xFH = xF 4 rh

phtl . b—azf“ al_x/§+1 2
k-=k+1
end while

x" je priblizné feseni
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PribliZzné resSeni soustav metodou prostych iteraci — 1. iterace
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Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

PribliZzné reseni soustav metodou prostych iteraci — 2. iterace

—a —lay —b
x’:=0

r' :=b—aVa; —2)ay
k=0

while ||r*]|/||°|| > € do
xFH = xF 4 rh

rftl .= b—gitla, —git!
k-=k+1
end while

x" je priblizné feseni
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Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

Priblizné reseni soustav metodou prostych iteraci — 3. iterace

1 N COS (Y 1
x x . =
10 >\ sina 2 0
— —_—— = 0.8
=al =ap =:b '
0.7
0._
x =0 06
r' :=b—aVa; —2)ay
0.5
k=0
while ||r*]|/||°|| > € do 04
xhtl.— xb 4 pk 0.3
r*tl .= b—2ila, —z5 1 a, 02
k=k+1 -
end while |
x" je priblizné feseni




Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

Analyza konvergence metody prostych iteraci

1 COS (Y
a] — <O , A = : I‘lﬁ_1 —b— .CL’]f—H a; — 1,12{4—1 5 D)

Sin v
—b — (x’f%—rf)al — (xlg—i—r’;)ag

:rk—r]fal—rlgag

. [ — Ccos
1 —sinao

b2 = e = (68 [eos? ot (1 - sina)?] < [|rf)? K,

=2(1—sina)=:K,

Metoda konverguje pro o € (w/6,57/6) U (—57/6,7/6):
Presnosti ¢ je dosazeno v k > loge/ log /K, iteracich.

[
=]

< /2(1 —sina) < 1.

Zpresnéni reseni o 1 rad vyzaduje konstantni pocet iteraci.



Souvislost Pythagorovy véty a superpocitani

Zlepseni konvergence metody prostych iteraci — predpodminéni

ria;+xsay=>b

Hledame dva riuzné smeéry cq, cs # 0 tak, aby modifikovana ekvivalentni soustava méla

kolméjsi sloupce
. Ci- a1 g Ci-azx\ Cl°b
L Cr - g 2 Co - Ay a CQ'b .
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Kviz

Kramerovo pravidlo pro reseni soustav lin. rovnic

Jakou nejvétsi ¢tvercovou soustavu linearnich rovnic by vypocital za 1 hodinu nejlepst,
viz www.topb00.org, pocitac¢ na svété, ¢insky Tianhe-2, Kramerovym pravidlem bez
pouziti radkovych tprav, uvazujeme-li pouze instrukce sc¢itani, odcéitani, nasobeni a
déleni, kterych provede 33,8 - 10'° za sekundu?



Kviz

Kramerovo pravidlo pro reseni soustav lin. rovnic: pocet operaci

Uvazujme soustavu n linedrnich rovnic o n neznamych majici praveé jedno reseni.

Kramerovo pravidlo
prot=1,2,....n

vyzaduje n déleni a vypocet n + 1 determinantt radu n. Napr. pron = 3

123
D=la56=1]" =22 Ol [2 2] = 1.(5-9—6-8) =2 (4-9—6-T)3-(4.8=5.7)
-2 89| |79 |78

je tteba N(3) = 34+ 3N(2) = 3+ 3 - 2 nasobeni a M(3) = 2 4+ 3 M(2) scitani/odcitani.
Kramerovo pravidlo s vypoctem determinantt rozvojem podle radka vyzaduje

e 1 déleni,

e (n+ 1) N(n) nasobeni, kde N(n) =n(1+N(n—1)) aN(1)=0a

e (n+ 1) M(n) s¢itani/od¢itani, kde M(n) =n — 1 +nM(n — 1) a M(1) = 0.



Kviz

Kramerovo pravidlo pro reseni soustav lin. rovnic: pocet operaci

Kramerovo pravidlo s vypoctem determinantii rozvojem podle radkt vyzaduje

~ Op(n)

Op(n) =n+ (n+ 1) (N(n) + M(n)) operaci, CPU(n) = 3 8615[8]’

(14N —1),N1) =0aMn)=n(1+Mn—1) -1, M(1) = 0.

kde N(n) =n
n 1 2 3 1 D § 7 8 9 10
N(n) 0 2 9 40 205 1236 8629 69280 623529 6236300
M(n) 0 1 D 23 119 719 5039 40319 362879 3628799
Op(n) 1 D 17 67 329 1961 13705 109607 986417 9864109
CPU(n)|3,0e-17 1,50-16 5,0-16 2,0e-15 9,7e-15 58c-14 4,1-13 326-12 2.9e-11 2,9¢-10
n 11 12 13 14 15 L 18 19 20 21
N(n) | 69¢7 8208 1,1el0 Lbell 22e12 ... 1Llel6 21el7 42018 8g8el9
M(n) | 4,007 4868 629 8710 1,3e12 ... 06el6 1217 24el8 51el9
Op(n) | 1,1e8 1,360 1,7¢10 24ell 3.6e12 ... 17el6 33el7 66018 14620
CPU(n)| 32e-0 39e-8 5067 7,066 ILled ... 05 98 1957 4 1le3




Kviz

Kramerovo pravidlo pro reseni soustav lin. rovnic

Jakou nejvétsi ¢tvercovou soustavu linearnich rovnic by vypocital za 1 hodinu nejlepst,
viz www.topb00.org, pocitac¢ na svété, ¢insky Tianhe-2, Kramerovym pravidlem bez
pouziti radkovych tprav, uvazujeme-li pouze instrukce sc¢itani, odcéitani, nasobeni a
déleni, kterych provede 33,8 - 10'° za sekundu?

20 rovnic



Motto na zavér

,Radégr budu pocitat na starém pocitact novou metodou nezZ naopak.”

Prof. Philippe Toint



